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Дәрiс 3. Комплекс жазықтығының топологиясы. Комплекс жа-
зықтықта дәрежелiк қатардың жинақтылығы

1 Комплекс жазықтығының топологиясы

Әрбiр комплекс санның модулi бар. Кереметтiлiгi, екi санның айырымының
модулi келесi қасиеттерге ие болуы:

• Терiс еместiгi, яғни |z1 − z2| ≥ 0 кез-келген z1, z2 үшiн;

• |z1 − z2| = 0 сонда және тек сонда ғана z1 = z2 болса;

• симметриялығы, яғни |z1 − z2| = |z2 − z1| кез-келген z1, z2 үшiн;

• үшбұрыш теңсiздiгi, яғни |z1 − z2| ≤ |z1 − z3| + |z3 − z2| кез-келген
z1, z2, z3 үшiн.

Соңғы қасиет, екi санның айырымының модулi осы сандардың барлық
мүмкiн болатын ара-қашықтығында минимумға жететiнiн бiлдiредi. Басқаша
айтқанда, экстремалды

|z1 − z2| = min {l (z1, z2) : l − z1, z2 нүктелерiн байланыстыратын үзiлiссiз қисық}

орындалады.
Айырымның модулi |z1 − z2| ≥ 0 көрсетiлген экстремалды қасиетке ие

болғандықтан, оны осы сандар арасындағы қашықтығы деп атайды, ал ми-
нимумға жететiн кесiндiнi -

геодезиялық сызық. Элементтер арасындағы қашықтықты енгiзiсiмен,
жинақтылық, шек, үзiлiссiздiк және т.б. түсiнiктерiн енгiзуге болады. Соны-
мен бiрге, математикалық анализ курсында берiлген анықтамалар сөзбе-сөз
қайталанады. Бiрақ мағынасы бойынша кейде нақты анализде болғаннан ай-
ырмашылығы болуы мүмкiн.

1. B (z0, ε) = {z : |z − z0| < ε} жазықтығындағы ашық шар, мұндағы z0 -
оның центрi, ал ε - радиусы. B (z0, ε) z0 нүктесiнiң маңайы.

2. Жиынның iшкi нүктесi болады, егер нүкте өзiнiң қандай да бiр маңайы-
мен бiрге жиынға тиiстi болса.

3. Ашық жиын тек iшкi нүктелерден тұрады. Кез-келген ашық жиын, цен-
трлерi жиынның нүктелерiнде болатын қандай да бiр ашық шарлардың
бiрiгуi болып табылады.
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4. Тұйық жиын - бұл ашық жиынның толықтауышы. Кез-келген тұйық
жиын, центрлерi жиынның сыртында жататын ашық шарлардың толы-
қтауыштарының қиылысуы болып табылады.

5. Топология - бұл барлық ашық жиындардың жиыны. Анықтама бойынша
бос жиынды ашық жиын деп санаймыз.

6. Комплекс z санын комплекс сандардың {zn} тiзбегiнiң шегi деп айтамыз,
егер центрi z нүктесiнде жататын әрбiр ашық шар үшiн бүкiл тiзбек,
мүмкiн оның элементтерiнiң ақырлы санынан басқа, осы шарға тиiстi
болса. Онда тiзбек жинақты дейдi.

7. Комплекс ω саны, F (z) функциясының z0 нүктесiндегi шегi, ол функци-
яның анықталу облысының шектiк нүктесi болады, егер центрi ω нүк-
тесiнде жататын әрбiр ашық шар үшiн, мүмкiн болатын F -бейнелерi,
алдын-ала таңдап алынған центрi ω-да жататын ашық шарда жинақта-
латын z0 нүктесiнiң тесiлген маңайы бар болса.

8. Нүктедегi функцияның шегi осы нүктедегi функцияның мәнiне сәйкес
келгенде, функция сәйкес нүктеде үзiлiссiз болады.
Математикалық анализ курсынан белгiлi анықтамаларды жалғастыруға
болады. Математикалық анализ нәтижелерiн комплекс анализге де кө-
шiруге болатын бiр диаграмманы көрсеткен дұрысырақ болады.

F : z ∈ D → ω ∈ C

⇓ ⇓ ⇓
{u, v} : (x, y) ∈ D → (u, v) ∈ R2

Диаграммада өзара-бiрмәндi сәйкестiк тек комплекс жазықтығы мен R2

жиынының арасында ғана емес, сонымен қатар, комплекс мағыналы функ-
циялар мен екi айнымалы бойынша нақты мәндi жұптар арасында бар
екенiн көремiз. Сондықтан комплекс айнымалы функцияның жинақтылы-
ғын, үзiлiссiздiгiн зерттеу жұмысын, екi айнымалыдан алынған нақты функ-
ция жұбын зерттейтiн эквиваленттi есеппен алмастыруға болады. Мысалы,
z2 функциясы комплекс жазықтығында үзiлiссiз, себебi

{
x2 − y2, 2xy

}
функ-

циялар жұбы үзiлiссiз.
Қорытындысында келесi үзiлiссiздiк критериiн келтiремiз. Бұл критерий

экономикада, нақты айтқанда қолдану теориясында қолданылады.
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4-Теорема. Функция анықталу облысында үзiлiссiз, сонда және тек сон-
да гана, егер мәндер жиынына қатысты әрбiр тұйықтың түпбейнесi аны-
қталу облысына қатысты тұйық болса.

2 Дәрежелiк қатарлардың комплекс жазықтығында жинақтылы-
ғы

Бұл бөлiмде дәрежелiк қатарлардың жинақтылығын нақтырақ зерттейiк.
∞∑
n=0

cn (z − z0)
n

дәрежелiк қатарын қарастырамыз. Дәрежелiк қатарлар нақты анализде ке-
ремет қасиеттер қатарына ие болғанын еске түсiрейiк:

• Центрi x0 нүктесiнде болатын симметриялы жинақтылық интервалы бар
және бұл интервалдың сыртында жинақсыз;

• Формалды дифференциялдау жинақтылық интервалының радиусын кi-
шiретпейдi және үлкейтпейдi;

• Жинақтылық интервалының iшiнде дәрежелiк қатар бiрқалыпты жи-
нақталады.

Көрсетiлген қасиеттер комплекс жазықтығындағы дәрежелiк қатарлар үшiн
де күшiн сақтайды, егер жинақтылық интервалын жинақтылық дөңгелегi-
мен алмастырсақ. Оның үстiне, математикалық анализ курсының дәрежелiк
қатарлар үшiн дәлелдеулерi де сақталады, егер абсолют шаманы комплекс
санының модулi деп түсiнсек.

9-жаттығу. Егер дәрежелiк қатар z1 ̸= z0 нүктесiнде жинақталса, онда ол
барлық z үшiн бiрқалыпты жинақталады, олар үшiн келесi теңсiздiк орын-
далады |z − z0| < |z1 − z0|.

Дәлелдеу үшiн қатарды эквиваленттi түрде
∞∑
n=0

cn (z1 − z0)
n (z − z0)

n

(z1 − z0)
n

жазып, және {cn (z1 − z0)
n} тiзбегi шенелген,

∣∣∣ (z−z0)
n

(z1−z0)
n

∣∣∣ < 1 болатынын еске
түсiрген жеткiлiктi.
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Бұдан салдар ретiнде жинақтылық дөңгелегiнiң бар болуы шығады. Мұн-
дағы жинақтылық радиусын Коши-Адамар формуласымен табуға болаты-
нын ескерте кетейiк. Кейiнiрек, жинақтылық радиусы үшiн формула орынды
екенi дәлелденедi.

2-тұжырым. Жинақтылльқ радиусы, иентрден қатар қосындысының ең
жақын жатқан ерекше нүктесiне дейiнгi ара-қашықтывына тең. Басқаша
айтқанда, жинақтылық дөңғгелегiнiң шекарасында қатардың ерекше қо-
сындысының болуы қажет.

Ескерту Қатар қосындысы ерекше нүктеде шенелмеген немесе голоморф-
тылықтың бұзылуы басқа бiр себептен болуы мүмкiн.

Ұқсас тұжырым нақты сандардан алынған дәрежелiк қатарлар үшiн орын-
далмауы мүмкiн, егер жинақтылықты осьте қарастырсақ. Мысалы,

∞∑
n=6

(−1)nx2n

2n(2n− 1)

қатарының бiрге тең жинақтылық радиусы бар, әрi қатар (−1; 1) интервалы-
ның шекарасында жинақты. (−1; 1) интервалдың сыртында қатардың жи-
нақталуына не кедергi болғаны түсiнiксiз. Сол уақытта,

∞∑
n=6

(−1)nz2n

2n(2n− 1)

дәрежелiк қатардың, ерекше нүкте ретiнде жорамал бiрлiгi бар қосындысы
бар. Бұтақтанудың арқасында көрсетiлген нүктеде жинақтылық радиусы бiр-
ден үлкен бола алмайды.


